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Re´sume´
Nous montrons que les e´quations du repe`re mobile des surfaces de Bonnet
conduisent a` une paire de Lax matricielle isomonodromique d’ordre deux pour
la sixie`me e´quation de Painleve´.
Abstract
Title. Bonnet surfaces and Painleve´ equations
We show that the moving frame equations of Bonnet surfaces can be extrap-
olated to a second order, isomonodromic matrix Lax pair of the sixth Painleve´
equation.
Abridged English version
In 1867, the geometer Pierre-Ossian Bonnet stated and solved the following
problem: to determine all surfaces in R3 that can be mapped onto a given sur-
face while conserving the principal radii of curvature. Among the numerous
solutions, one important class, known as Bonnet surfaces, depends on six arbi-
trary constants and is characterized by the differential equation (1) [2, §11 p. 84
Eq. (52)] for the mean curvature H . Since this equation is solved [1] by the
Hamiltonian of a particular sixth equation PVI of Painleve´, the moving frame
equations define a linear representation of this Hamiltonian. In this Note, we
remove the restriction (4), express the moving frame equations with PVI instead
of its Hamiltonian, and finally normalize the result according to the prescription
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of Schlesinger. Our final result is an isomonodromic matrix Lax pair of PVI,
either very symmetric but restricted to θ∞ 6= 0, see (16), or polynomial in the
four θj ’s but less nice-looking, see (14).
1 Rappels sur les surfaces de Bonnet
Parmi les surfaces de R3 applicables sur une surface donne´e avec conservation
des courbures principales, il existe une classe remarquable, de´pendant de six
constantes arbitraires et connue sous le nom de surfaces de Bonnet, qui est
caracte´rise´e par l’e´quation diffe´rentielle [2, §11 p. 84 Eq. (52)]
1
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ou` ξ de´signe une certaine fonction des coordonne´es conformes z, z¯, H(ξ) la
courbure moyenne, et α une constante e´ventuellement nulle.
Ce n’est que cent trente ans plus tard [1] que pour α non nul sa solution H
sera reconnue e´gale a` l’hamiltonien HVI [13, Eq. (3)] [3, t page 341] [11],
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de la sixie`me fonction de Painleve´ PVI, de´finie par
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avec toutefois trois contraintes entre les quatre parame`tres θj ,
θ∞ = 0, θ
2
0 = θ
2
1, θ
2
x = 1. (4)
La conside´ration des varie´te´s riemaniennes R3(c), que nous adoptons de´sor-
mais en lieu et place de R3, permet d’introduire un parame`tre supple´mentaire
c [15] dans les e´quations du repe`re mobile et donc de relaˆcher une contrainte
puisque θ20 − θ21 = 4c,
dσ = (Udz + Vdz¯)σ, (5)
U =
(
(1/4)Uz −Qe−U/2
(1/2)(H + c)eU/2 −(1/4)Uz
)
, V =
(−(1/4)Uz¯ −(1/2)(H − c)eU/2
Qe−U/2 (1/4)Uz¯
)
, (6)
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ou` eU , H , Q, Q sont les coefficients des deux formes quadratiques fondamentales
I =< dF, dF >= eUdz dz¯, (7)
II = − < dF, dN >= Qdz2 + eUHdz dz¯ +Qdz¯2. (8)
2 Repre´sentation line´aire de HVI et de PVI
Apre`s une transformation conforme, les valeurs de Bonnet [2, §11]


x =
1
1− e4cz(z+z¯) ,
eU = −32czcq
ch
dx
dH
, H =
2chcz
cq
Y, Y = x(x − 1)HVI,
Q =
4cq
ch
2cz
sinh(2cz(z + z¯))
sinh(2czz¯)
sinh(2czz)
, Q =
4cq
ch
2cz
sinh(2cz(z + z¯))
sinh(2czz)
sinh(2czz¯)
,
(9)
ou` les constantes complexes non nulles cq, cz, ch permettent de couvrir les
conventions des divers auteurs [5], de´finissent ainsi une repre´sentation line´aire
de HVI par des matrices d’ordre deux de trace nulle,
Udz + Vdz¯ = x(x − 1)Y
′′
Y ′
(czdz¯ − czdz)
(
1 0
0 −1
)
+
√
Y ′

 0 −S1dz −
Y − (θ20 + θ21)/8
Y ′
4czdz¯
S2dz¯ +
Y + (θ20 + θ
2
1)/8
Y ′
4czdz 0

 ,
S1 =
2cz
sinh(2cz(z + z¯))
sinh(2czz¯)
sinh(2czz)
, S2 =
2cz
sinh(2cz(z + z¯))
sinh(2czz)
sinh(2czz¯)
· (10)
Il existe alors [1] un changement de variables (z, z¯)→ (x, t)
x =
1
1− e4cz(z+z¯) , t =
1
1− e4czz , Udz + Vdz¯ = Ldx+Mdt, (11)
rendant les nouvelles matrices L,M du repe`re mobile rationnelles en x et t,
L = − Mx
t− x + L∞, M =
M0
t
+
M1
t− 1 +
Mx
t− x, M∞ = −M0 −M1 −Mx. (12)
Les quatre singularite´s t = ∞, 0, 1, x sont du type de Fuchs, L∞ et les re´sidus
Mj ne de´pendent que de x, Y , Y
′, Y ′′, θj . C’est pre´cise´ment [14] une paire de
Lax matricielle isomonodromique de HVI.
La transformation birationnelle [13, Eq. (3)] [12, Table R] entre PVI et son
Hamiltonien permet ensuite de la convertir en une paire de Lax de PVI. Apre`s
le changement de base de´fini par la matrice de passage
P1 = diag(Y
′1/4, Y ′
−1/4
), (13)
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les matrices L et M sont rationnelles en toutes les variables et polynomiales en
u′, θ0, θ1. Il est alors facile, en exigeant seulement la conservation du degre´ des
Mj et de L∞ en u
′, de lever les restrictions (4), lire les de´tails dans un article
en cours de re´daction.
Valable pour des θj quelconques, cette premie`re forme canonique de la paire
de Lax,


L = − u− x
x(x− 1)M∞ −
Mx
t− x
, M =
M0
t
+
M1
t− 1 +
Mx
t− x
,
M∞ +M0 +M1 +Mx = 0,
M∞ =
1
4
(
2a −4
a2 − θ2
∞
−2a
)
,
M0 = − 1
2(u− x)

 e0 −2u(u− x)e20 − θ20(u− x)2
2u(u− x) −e0

 ,
M1 =
1
2(u− x)

 e1 −2(u− 1)(u− x)e21 − θ21(u− x)2
2(u− 1)(u− x) −e1

 ,
Mx =
1
2
( −Θx 0
2Mx,21 Θx
)
,
Mx,21 = −e
2 − (u− x)2((θ2
∞
+Θ2x − 2aΘx)u(u− 1)− θ20(u− 1) + θ21u)
4u(u− 1)(u− x)2 ,
e = x(x − 1)u′ +Θxu(u− 1), Θ2x = (θx − 1)2,
e0 = e − (Θx − a)u(u− x),
e1 = e − (Θx − a)(u− 1)(u− x),
−4 detMj = θ2j , j =∞, 0, 1;−4 detMx = Θ2x,
(14)
de´pend d’une constante arbitraire a, qu’il est loisible de choisir e´gale a` Θx ou a`
±θ∞.
Comme l’a montre´ Schlesinger [14, p. 105], le re´siduM∞ est constant et, s’il
est inversible, il existe un changement de base permettant d’annuler le terme
L∞ dans (12) et donc de de´finir la paire de Lax de manie`re unique. De´fini par
la matrice de passage P2P3,
P2 =
(
2 2
a− θ∞ a+ θ∞
)
, P3 =
(
g−1/2 0
0 g1/2
)
,
g′
g
= θ∞
u− x
x(x − 1)
, (15)
il conduit pour θ∞ non nul a` la deuxie`me forme canonique, particulie`rement
e´le´gante,
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

θ∞ 6= 0 : L = − Mx
t− x , M =
M0
t
+
M1
t− 1 +
Mx
t− x , Θ
2
x = (θx − 1)2,
M∞ +M0 +M1 +Mx = 0,
M∞ =
1
2
(
θ∞ 0
0 −θ∞
)
,
M0,11 =
u− 1
N
[
(e−Θxu(u− x))2 − (u− x)2(θ20 + θ2∞u2)
]
,
M0,12 =
u− 1
N
[
(e− (Θx + θ∞)u(u− x))2 − (u − x)2θ20
]
g,
M0,21 = −u− 1
N
[
(e− (Θx − θ∞)u(u− x))2 − (u− x)2θ20
]
g−1,
M1,11 = − u
N
[
(e−Θx(u− 1)(u− x))2 − (u− x)2(θ21 + θ2∞(u− 1)2)
]
,
M1,12 = − u
N
[
(e− (Θx + θ∞)(u − 1)(u− x))2 − (u − x)2θ21
]
g,
M1,21 =
u
N
[
(e− (Θx − θ∞)(u− 1)(u− x))2 − (u − x)2θ21
]
g−1,
Mx,11 =
1
N
[
e2 − (u − x)2 [(θ2
∞
+Θ2x)u(u − 1)− θ20(u − 1) + θ21u)
]]
,
Mx,12 =
1
N
[
e2 − (u − x)2 [(Θx + θ∞)2)u(u− 1)− θ20(u− 1) + θ21u)]] g,
Mx,21 = − 1
N
[
e2 − (u− x)2 [(Θx − θ∞)2)u(u− 1)− θ20(u− 1) + θ21u)]] g−1,
−4 detMj = θ2j , j =∞, 0, 1;−4 detMx = Θ2x,
(16)
avec les notations
g′
g
= θ∞
u− x
x(x − 1) ,
e = x(x− 1)u′ +Θxu(u− 1), N = 4θ∞u(u− 1)(u− x)2. (17)
Ce re´sultat, qui cloˆt nos pre´ce´dentes recherches [9, 4], est beaucoup plus
simple et syme´trique que celui de Jimbo et Miwa [8, Eq. (C.47)] [10], lire une
comparaison de´taille´e dans [9] et dans [6, p. 211]. L’avantage de´cisif que pro-
cure l’origine ge´ome´trique de la repre´sentation line´aire est l’inutilite´ de devoir
supposer une repre´sentation des quatre re´sidus respectant la constance de leur
de´terminant.
La structure de PVI (u
′′ polynoˆme de degre´ deux en u′) pourrait laisser
espe´rer une paire de Lax encore plus simple dont les re´sidus seraient des polynoˆmes
de degre´ un en u′, mais le calcul montre qu’il n’en est rien.
Les quatre e´le´ments non-diagonaux M12, M21 de (14) et de (16) ont chacun
un seul ze´ro t = f(u′, u, x) (a` condition de choisir a = ±θ∞ dans (14)), ces
quatre ze´ros sont chacun solution d’une e´quation PVI et ils sont donc relie´s
entre eux par des transformations birationnelles, comme sche´matise´ dans [9,
Eq. (4.4)]. Le plus simple de ces e´le´ments est
(14) : M12 =
t− u
t(t− 1) · (18)
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L’e´limination d’une des deux composantes de σ, que ce soit dans (14) ou dans
(16), engendre donc bien l’unique singularite´ apparente (t = u dans l’exemple
ci-dessus, t = une autre fonction PVI dans les trois autres cas)) que posse`de la
paire de Lax scalaire classique [7].
Enfin, la confluence classique [13] de PVI vers les cinq autres e´quations de
Painleve´ de´finit des paires de Lax tout aussi syme´triques, dont certaines ap-
paremment nouvelles.
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